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Experimento 1

Equilibrio de um corpo rigido

1.1 Objetivo

Estudar as condi¢oes de equilibrio de uma barra rigida uniforme e localizar o seu centro

de massa.

1.2 Conceitos

Considere um conjunto finito de N particulas de massa m;, ¢ = 1,2, ..., N arranjadas de
tal forma que a distancia entre duas particulas ¢ e j quaisquer nao muda com o tempo.

Pode-se definir um ponto chamado centro de massa que se move como toda a massa
do sistema estivesse concentrada nele e todas as forcas externas estivesses aplicadas nele,
de forma que o movimento global do sistema de particulas pode ser descrito em termos
deste ponto.

A posicao do centro de um sistema de particulas de massa M = Zf\;l m; é dada por

1 N
ch = M;m,n (].].)

Objetos do dia a dia como uma mesa, um lapis ou um cabo de vassoura, podem ser
aproximados por sistemas de muitas particulas com distribuicao continua de massa, isto
é, sao formados por elementos infinitesimais de massa dm com separag¢ao muito pequena
entre eles. Se a distancia entre cada par de elementos infinitesimais permanece constante
com o tempo, o objeto é chamado de corpo rigido.

Para um corpo rigido de massa M, a Eq. (1.1) pode ser reescrita como

1
Fon = 27 /de. (1.2)



6 EXPERIMENTO 1. EQUILIBRIO DE UM CORPO RIGIDO

Um corpo é dito homogéneo quando sua massa especifica (ou densidade) é a mesma
para todos os elementos infinitesimais que o formam. O centro de massa de qualquer

corpo homogéneo simétrico situa-se no seu ponto, eixo ou plano de simetria.

Ezxemplo. Uma barra de ferro de massa M e comprimento h é um corpo rigido
uniforme simétrico. A barra, mostrada na Fig. 1.1 pode ser vista como um cilindro
cuja altura é muito maior que o raio de suas faces. O eixo de simetria de um cilindro
passa pelo centro das suas faces. Alinhando o eixo de simetria com o eixo z na figura

abaixo, temos que Y, = Zem = 0. Assim, apenas precisamos calcular a integral em x

1
Tem = i /:I;dm.

dm

Figura 1.1: Barra uniforme.

Podemos escrever a massa por unidade de comprimento como A\ = M /h, de forma
que para cada elemento infinitesimal dx teremos dm = Adx. Substituindo na integral

temos . - )
1 Az \h

om = — NMr=—|—| =—.

v M/Ox ’ M{2] oM

h? (M h
Finalmente, substituindo A = M /h, encontramos z,, = (—) =

0

IM\ h

Cada elemento de massa de um corpo sofre a acao da forca gravitacional. A resultante
de todas essas forcas equivale ao peso P=M g do corpo agindo em um ponto chamado
centro de gravidade ou baricentro. Se a aceleragdo da gravidade § é a mesma ao
longo da distribuicao de massa de um corpo, o centro de gravidade coincide com o centro
de massa. No entanto, enquanto o centro de massa é uma propriede inerente de um dado
corpo rigido, em um campo gravitacional nao uniforme, a posicao do centro de gravidade

poderéd depender da orientacao do corpo.



LABORATORIO DE FISICA II - UNESP SJBV 7

Exemplo.

e Em um campo gravitacional uniforme o centro de gravidade e o centro de massa

de uma esfera coincidem com seu centro geométrico.

e Em edificios muito altos o centro de gravidade esté ligeiramente abaixo do centro
de massa, uma vez que a efeito da atracao gravitacional ¢ maior nos pontos mais

baixos do prédio.

e Em um satelite orbitando um planeta em o6rbita baixa na auséncia de outras
forcas um pequeno gradiente (variagdo) no campo gravitacional pode causar um

torque que tende a alinhar o eixo mais longo do satélite com a forca peso na

direcao radial do planeta.

Em um corpo apenas sob acao da atracao gravitacional, uma for¢a com mesmo modulo
e direcao que o peso do corpo e com sentido contrario aplicada no seu centro de gravidade
mantera o corpo em equilibrio.

Um corpo esté em equilibrio se tem velocidades linear e angular constante em relacao
a um observador em um referencial inercial. Se as velocidades sao nulas, o corpo é dito
em equilibrio estatico.

As condicgoes necessérias para o equilibrio de um corpo sao:

1. A resultante das forcas externas agindo sobre o corpo é nula:
Fres - Z Femt =0 (13)
2. A resultante dos torques externos agindo sobre o corpo é nula:

7_—’;’68 = Zﬁezt =0 (14)

—

d
A primeira condicao implica que d_];) = 0, portanto p'= cte. e temos equilibrio transla-

dL —
cional. J4 a segunda condicao implica que T 0, portanto L = cte. e temos equilibrio

rotacional.
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Relembrando. Torque (7) ¢ uma tendéncia de rotacao (ou tor¢ao) em torno de um

eixo quando um corpo é submetido a uma forca (F):

T=7rXxF,
T =rFsinp.

A Fig. 1.2 ilustra a forca responsavel pelo

Eixo de
torque. rotagdo
Figura 1.2: Torque.
Ezxemplo. Uma barra uniforme de | = 40 cm de comprimento e massa igual a

mgo = 330 g fica na posicao horizontal apoiada sobre um fulcro quando dois pesos de
massas m; = 60 g e my = 110 g sao pedurados nas extremidades da barra um de cada
lado do fulcro, conforme ilustrado na Fig. 1.3.
a) Qual é o modulo da forga normal 77 exercida pelo

fulcro sobre a barra?

Primeiro, desenhamos as forcas que agem so-

bre a barra. Entao, de ) F.,; = 0 temos 7k

n —moyg — mig — meg = 0,

ol
ol

de forma que

n = (my+ my + ms)g.
Figura 1.3: Esquema das forgas

Substituindo os valores, temos que que agem sobre a barra.

n = (330+60x 107> x103+110x107?)(9,8) = 4,9 N.

b) Qual é a distancia da extremidade esquerda da barra até o fulcro?
Denotando a distancia requerida por x e escolhendo um eixo de rotacao perpen-
dicular ao plano do papel passando pela extremidade esquerda podemos escrever

> Tewt = 0 como —PO% +nx — Pyl =0, onde Py = mgg e Py = mog. Assim,

nT = mogy -+ magl

[
4 1073
o= MO 4y ) = 20X 98330 X107 41051073 ) = 22 em.
n\ 2 4,9 2
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1.3

Materiais e métodos

1.3.1 Materiais

Suporte universal

Braco horizontal

Gancho em forma de S para a barra

Barra de metal (£ 30 cm)

4 elasticos

4 ganchos metalicos

12 discos de metal acopléaveis aos ganchos (£ 50 g cada)

1 disco de massa desconhecida

Fonte: elaborado pelo autor

Marcador para retroprojetor

Régua e trena Figura 1.4: Visao esquemé-

tica da montagem do experi-
Balanca semianalitica mento.

1.3.2 Procedimento experimental

a)

Inicialmente identifique e pese todos os componentes que serao utilizados no experi-

mento (barra, ganchos, elasticos, massas). Meca o comprimento da barra metélica,;

Ajuste a barra metdalica sobre o gancho em forma de S de forma a equilibrar o

sistema. Marque com a caneta o ponto central tomando-o como posicao de apoio;

Encaixe um eléstico de cada lado da barra e em cada elastico encaixe um gancho.
Adicione os discos metalicos aos ganchos de forma que as massas suspensas em cada
lado sejam diferentes. Movimente delicadamente os elasticos de forma a equilibrar

novamente o sistema, como mostra a Fig. 1.4;

Anote a massa dos conjuntos (massa + gancho + elastico) e mega suas posi¢oes, em

relagao ao ponto de apoio, no instante do equilibrio;
Repita o procedimento dos itens “c” e “d” para outras duas combinagoes de massas;

Utilizando agora um arranjo com dois conjuntos em uma extremidade e um conjunto

apenas na outra extremidade da barra, suspenda duas massas diferentes;
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g)
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Anote os valores dos conjuntos (massa + gancho + elastico) e meca suas posicoes,

em relacao ao ponto de apoio, no instante do equilibrio;

[T )]

Repita os itens “f” e “g” para uma nova combinagao de massas;

Solicite ao técnico uma massa de valor desconhecido. Em uma das extremidades
da barra, suspenda esta massa desconhecida juntamente com outras duas massas
no mesmo gancho. Na outra extremidade suspenda uma combinagao de no mi-
nimo 3 ganchos com massas variadas. Anote as posicoes e os valores dos conjuntos

SUSPEensos;

Agora, suspenda um conjunto com massas entre 100 g e 200 g e posicione-o no
limite de uma das extremidades da barra, a outra extremidade da barra fica sem
nada. Movimente a barra em relacao ao seu ponto de apoio até estabelecer uma
nova posicao de equilibrio. O torque devido & massa suspensa é agora equilibrado
pelo torque da barra. Anote o valor da massa do conjunto suspenso e também a

nova posicao de apoio da barra;

1.4 Para o relatorio

Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

Determine os torques no sentido horério e anti-horario para os itens “d”, “e”, “g” e

“h” da Secao 1.3.2. Em cada caso, compare-os calculando os erros percentuais.

Calcule o peso P, da barra e compare-o com a massa obtida pesando em balanca de

laboratoério. Explicite o método de célculo.

Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.

Referéncias
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Experimento 2

Momento de Inércia

2.1 Objetivo

Determinar experimentalmente o momento de inércia de um disco.

2.2 Conceitos

O momento de inércia I de um sistema de N particulas com respeito a um eixo de

rotacao ¢ definido por
N

I = Zmir?, (2.1)

i=1
onde m; é a massa de cada particula e r; sua distancia até o eixo de rotacao.

No caso de um corpo rigido formado por muitas particulas com distribuicao continua
de massa elementos infinitesimais de massa dm temos que a soma da Eq. (2.1) se torna

uma integral sobre o volume do corpo:

I = /rfdm. (2.2)

Pode-se usar a relagdo p = M/V, onde M é a massa do corpo e V' seu volume, para

escrever dm em fun¢io da massa especifica p, isto é dm = pdV. Assim, a Eq. (2.2) pode

1= /pr?dv.

Se o corpo é homogéneo, p é constante e o calculo do momento de inércia reduz-se a

se reescrita como

avaliar a integral para uma geometria conhecida.

No SI, o momento de inércia tem dimensoes de kg - m?. Esta grandeza corresponde a
uma medida da resisténcia de um corpo a ser colocado em movimento de rotagao ou ter
sua velocidade angular alterada, portanto, o momento de inércia pode ser considerado o

analogo da massa para rotagoes.

11



12 EXPERIMENTO 2. MOMENTO DE INERCIA

O calculo do momento de inércia de um corpo depende tanto da massa do corpo como
da distribuicao de dessa massa em torno de um eixo de rotacdo especifico. Assim, um
corpo pode ter varios momentos de inércia de acordo com diferentes eixos de rotacao

considerados.

Ezxzemplo. O momento de inércia de um cilindro macigo uniforme de massa M e
raio R com relagao a um eixo de rotacao que passa pelo centro das faces do cilindro
pode ser calculado dividindo-o em muitas cascas cilindricas de raio r e espessura dr,
conforme a Fig. 2.1.

A densidade do cilindro, p = M/V, é a mesma em todo
o volume que é dado por V = wR%*h, de forma que
p= M|V = M/rR?h.

Podemos escrever p = dm/dV ou dm = pdV =

h(27r)dr. e

g)n(téo )escrevemos dm em termos de dr na integral da T ﬁ)ﬁdr
Eq. (2.2) e integramos de 79 = 0 até ry = R. R

R h 4
I = /7’2dm = /rﬁph(%rr)dr] = 277,0h/ r3dr = %
0

Entao substituimos a expressao para p no resultado da

integragao e finalmente obtemos

MR? Figura 2.1: Integracao
I —

9 ao longo de cascas ci-
lindricas para calculo do

% Observacao: o resultado acima nao depende da altura momento de inércia.

h do cilindro, portanto vale também para um disco homo-

géneo de massa M e raio R.

Considere o arranjo experimental esquematizado na Fig. 2.2 no qual um corpo de
massa m estd preso a um fio de massa desprezivel enrolado em um pequeno disco de raio
r, que funciona como uma polia, preso a um disco de raio R, massa M, e momento de

inércia I,.

Quando todos os componentes do arranjo estao parados, a energia mecanica do sistema
¢ dada pela energia potencial
U = mgh, (2.3)

onde g é a aceleracao da gravidade local e h ¢ a altura relativa inicial do corpo de massa

m.
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~
-
3

Figura 2.2: Arranjo experimental.

Desprezando-se a dissipagao de energia mecanica na forma de calor devido a possiveis
forcas de atrito existentes no sistema, quando o corpo é solto do repouso, a energia

potencial é transformada em energia cinética de rotagao do disco e de translacao do

COrpo.
U= Krot + Ktrans (24)
1 2 1 2
mgh = EItomlw + §mv , (2.5)

onde Iy do subsistema (disco grande + disco pequeno + eixo) sera aproximado por I,.
Os valores de v e w podem ser determinados durante a queda do corpo, através da
medida do tempo de queda. Orientando o eixo y positivamente para baixo. A velocidade

v do corpo durante a queda a cada instante de tempo t é dada por
v =19+ at
com a sendo a aceleracao do movimento de queda e vy = 0 tal que
v = at. (2.6)

Combinando a Eq. (2.6) com a equacao para o deslocamento vertical y temos que

n t+at2 vt? vt
= [} - = =
Y=Y o 5 o 5

de forma que
_
==

Finalmente, a velocidade angular w pode ser calculada a partir da relacao v = wr.

(2.7)

v
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Exemplo. Considere a maquina de Atwood da Fig. 2.3 formada por dois blocos de
massa m; = 120 g e my = 180 g presos por uma corda de massa desprezivel que passa
por uma polia de raio R = 5,00 cm. Quando o sistema é liberado, o bloco de massa
mo cai 49,0 cm em 7,00 s. Considere que a corda nao escorrega e despreze o atrito

entre a corda e a polia.

a) Qual é a aceleragao dos blocos em ¢t = 7,00 s?
Tomando a orientacao positiva para baixo com origem

na posicao inicial do bloco de massa ms, temos que o

deslocamento do bloco de massa ms é dado por

2

at
yzyo+vot+7,

com yg = vg = 0 e chamando de a a aceleragao do

bloco. Assim,

2y 2(49,0 x 107?)
 hy 7,002

a =0,02 m/ 5

Figura 2.3: Esquema
para baixo, no sentido positivo de y. A aceleracao do ~ de uma Madquina de
bloco de massa m; tem mesmo moédulo e direcao e Atwood.

sentido para cima.

b) Qual é a velocidade dos blocos em ¢t = 7,00 s?

Para o bloco de massa my temos que
v=1vg4at=0+0,02x7,00=0,14 m/s°.

O vetor velocidade do bloco de massa mo aponta no para baixo enquanto que
a velocidade do bloco de massa m; ¢ igual em modulo e direcao e tem sentido

contrario.

c) Calcule o momento de inércia I da polia em torno do eixo de rotagdo que passa
pelo seu centro.
Usando conservagao de energia podemos escrever U; = K¢ + Uy, onde i refere-se
ao instante no qual o sistema é liberado e f ao instante ¢ = 7,00 s.
Definindo a configuracao zero para a energia potencial no instante no qual o

sistema ¢é liberado, temos que U; = 0.

Por outro lado, temos que

Uy = migy — magy,
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Cont.

pois a energia potencial aumenta com a subida do bloco de massa m; e diminui

com a descida do bloco de massa my. Além disso,

ml’U?’ vafc Icu]%

Ke =
f 2 2 9

onde podemos utilizar a relagao vy = r = Rwy para escrever a velocidade angular

em termos da velocidade linear calculada no item b). Assim,

2 2 2
myv Mot Tw
L+ 2 gy — magy = 0,
2 2 2
de forma que
2R? mov2  myv3
I= —2{m2gy—mlgy— g ——f}
v} 2 2

2(0,052)

I'==01z

0,14
[9, 8(49,0)(180 — 120)10™° — =-—=(180 + 120)10—3} ~ 0,07 kg - m?

2.3 Materiais e métodos

2.3.1 Materiais

e Giroscopio de 3 eixos
e Corda com puxador
e Paquimetro

e (Gancho metalico

e Trena

e Crondmetro

e Balanca semianalitica

e Retangulos de espuma

Figura 2.4: Visao esquemética da montagem

e 2 discos de metal acoplaveis

ao gancho (+ 50 g cada) do experimento.
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2.3.2 Procedimento experimental

a)

Utilizando um paquimetro, meca os diametros do volante e da polia auxiliar me-
nor do giroscopio, os quais estao identificados na Figura 2.4 pelos niimeros 1 e 2

respectivamente;

Pese o conjunto (corda + gancho + massas) e anote também a massa do volante
que se encontra registrada na parte interna do mesmo (pesado previamente antes

da montagem do arranjo experimental);

Adote uma altura que sera a posi¢do do corpo a ser solto (para facilitar, adote a

altura da bancada como referéncia);

Posicione os retangulos de espuma deforma a amortecerem o choque das massas com

o chao;

Enrole firmemente a corda com puxador ao redor da polia auxiliar menor, encaixe

o gancho com as massas na extremidade do fio;

Ajuste a altura conforme estabelecido no item “c” (utilize a caixa do paquimetro
como referéncia para manter sempre a mesma altura). Em seguida, libere o corpo e

meca o tempo de queda;

Repita os procedimentos descritos em “e” e “t” 5 vezes.

Para o relatorio

Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

Faca uma comparacao do valor do momento de inércia obtido experimentalmente

I, através da Eq. (2.5) com aquele obtido teoricamente (Iy5., = M R?/2);

Calcule I, médio (a partir das cinco repetigoes) e verificar se houve conservagao de
energia mecanica. Em caso negativo, calcule o erro percentual relativo a energia

potencial inicial.

Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.
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EXPERIMENTO 2. MOMENTO DE INERCIA



Experimento 3

Cinética e dinamica de rotacao de um

corpo rigido

3.1 Objetivo

Determinar a velocidade angular e a aceleracao angular de um cilindro rolando em um

plano inclinado a partir de consideragoes de conservacao de energia.

3.2 Conceitos

O movimento que um um corpo rigido descreve ao rolar ao longo de uma superficie plana,
como ilustrado na Fig. 3.1, é chamado de rolamento. Este movimento pode ser visto
como uma rotacao pura em torno de um eixo que sempre passa pelo ponto de contato P

do corpo com a superficie.

0

N

Figura 3.1: Esquema de corpo em rolamento.

A energia cinética total é dada por

K= ilpuﬂ, (3.1)

19



20EXPERIMENTO 3. CINETICA E DINAMICA DE ROTACAO DE UM CORPO RIGIDO

onde w é a velocidade andular e Ip ¢ o momento de inércia em relacao ao ponto P. Pelo

teorema dos eixos paralelos ou teorema de Steiner, Ip é igual a
Ip =1, + mR?, (3.2)

onde I.,, o momento de inércia em torno de um eixo que passa pelo centro de massa, m
¢ a massa do corpo e R é a distancia entre o ponto P e o centro de massa.
Alternativamente, o rolamento pode ser considerado uma combinacao de uma rotagao
pura com uma translacao pura de forma que a energia cinética do corpo pode ser expressa
como a soma da energia cinética de translacao do centro de massa com a energia cinética
de rotacao em torno de um eixo que passa pelo centro de massa.
Em particular, considere o movimento de um cilindro uniforme de massa m rolando

em um plano inclinado. A Fig. 3.2 mostra uma vista lateral da configuragao de interesse.

Figura 3.2: Vista lateral de um cilindro rolando em um plano inclinado.

O momento de inércia do cilindro em torno de um eixo de rotacao que passa pelo seu

centro de massa e é perpendicular as suas faces é

1
Lo = 5mR. (3.3)

Assim, a energia cinética do cilindro rolando pelo plano inclinado a cada instante de

tempo é dada por
1 1
2

K= §mvcm + Elcmw , (3.4)

onde o primeiro termo representa a energia cinética de translacao do centro de massa e o

segundo termo a energia cinética de rotacao com relagao a um eixo que passa pelo centro

das faces do cilindro. Quando o corpo rola sem deslizar ou quicar na superficie v.,, = WR,

portanto, a Eq. (3.4) pode ser escrita em funcao apenas de v, ou de w. Definindo a

configuragao zero para a energia potencial na base do plano inclinado, a energia potencial

do cilindro em qualquer ponto é dada por

U = myg. (3.5)
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Em particular, no ponto mais alto da rampa o cilindro ter4d uma energia potencial igual
Unez = mhg e sua energia cinética é nula.

Assim, conhecendo I podemos e desprezando quaisquer forcas nao conservativas, pode-
mos utilizar o principio da conservacao da energia mecanica para determinar a velocidade

do cilindro em qualquer ponto do plano inclinado através da equacao

‘[Cm
2mgh = v, {m + } : (3.6)

3.3 Materiais e métodos

3.3.1 Materiais

e Plano inclinado graduado (banco 6ptico)

Cilindro metélico (cobre)

Paquimetro

Multicroné6metro com disparador

Balanca semianalitica

Régua de plastico

3.3.2 Procedimento experimental

a) Mega a massa e o didmetro do cilindro. Calcule a altura h do sistema (h = hypee —
Bomim, onde h,ee € hpin S20, respectivamente, as alturas do ponto mais alto e do
ponto mais baixo da rampa com relagao a bancada do laboratorio). O cilindro é solto
do ponto mais alto do sistema (h,,4,), enquanto que h,,;, é a altura que coincide

com a marcacao de 900 mm do banco 6ptico;

b) Com o auxilio de uma régua, posicione o cilindro na altura méxima (inicio da rampa,

marcado por 0 mm). Configure o multicronémetro na fun¢ao F10;
¢) Libere o cilindro e colete o tempo de rolamento até 100 mm;
d) Repita 5 (cinco) vezes e encontre o valor médio de ¢, teq;

e) Refaga os passos dos itens “b”, “c” e “d” para rolamentos de 0 a 200 mm, 0 a 300 mm

e assim sucessivamente até a distancia final 0 a 900 mm;
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3.4 Para o relatorio

e Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

e Faca o grafico de S x t e a partir deste encontre a expressdo (equagdo) para a

velocidade linear do cilindro ajustando um polinomio de 2°grau;

e Utilizando conservacgao de energia, determine o momento de inércia do cilindro com
relacao ao eixo de rotacao que passa pelo centro das faces e compare com o valor
obtido através da Eq. (3.3);

e Utilizando o momento de inércia calculado com a Eq. (3.3) e a velocidade obtida
através do ajuste polindémial, verifique se hé conservagao de energia quando o cilindro

rola do ponto inicial (0 mm) até o ponto final (900 mm) da rampa;

e Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.
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Experimento 4

Momento Angular

4.1 Objetivo

Estudar os possiveis movimentos num giroscopio e determinar o momento de inércia do

volante de um giroscopio de trés eixos.

4.2 Conceitos

Um giroscopio é um dispositivo usado para medir ou manter orientacdo e velocidade
angular composto por um corpo rigido chamado volante que pode girar em torno de um

eixo movel num referencial inercial.

Giroscopios sao muito uteis para estudar qualitativamente a mecanica rotacional de
corpos rigidos. Por exemplo, giroscopios de trés eixos, sao utilizado para demonstrar feno-
menos fisicos como estabilidade direcional (conservagdo do momento angular), precessao
(movimento devido a aplicacdo de um torque externo) e nutagao (efeito da velocidade).
Além disso, girdscopios tém diversas aplicac¢oes tecnoldgicas que vao desde seu uso em sis-
temas de navegacao inercial e no controle de atitute de veiculos espaciais, até aplicacoes
em cinematografia, como no funcionamento das Steadicams, e em sistemas de realidade

aumentada, incluindo jogos como Pokémon Go.

O funcionamento de um giroscopio basico, como os mostrados na Figura 4.1(a) e (b),
estd fundamentado no principio da conservacao do momente angular. Existem outros
tipos de giroscopio como os mostrados na Figura 4.1(c), utilzados em celulares e GPS,
por exemplo, compostos por dispositivos mecanicos, eletronicos, atuadores e sensores, que
sao encapsulados em formato de circuitos integrados e usam uma tecnologia chamada de

MEMS (sigla de microelectromechanical systems).

23
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Figura 4.1: (a) Giroscopio gimbal didatico. (FONTE: www.gyroscope.com) (b) Giroscopio
rudimentar feito com roda de bicicleta. (FONTE: MIT Physics Demo - Bicycle Wheel Gyroscope)
(c¢) Exemplo de giroscopio MEMS. (FONTE: www siliconsensing.com)

Considere o giroscopio rudimentar esquematizado na Figura 4.2(a) composto por uma
roda giratoria cujo eixo de rotagao (considerado de massa desprezivel) é livre para assumir
qualquer orientacao sobre o suporte central. Se a roda esta parada, isto é, se o giroscopio
(sistema roda + eixo de rotacdo apoiado no suporte) estd estacionario, o giroscopio cai
(girando ao longo do plano yz) sob o efeito da for¢a gravitacional Mg que age para baixo

no centro de massa da roda.

Figura 4.2: (a) Esquema de um giroscopio rudimentar. (b) Variacdo na direcdo do momento

angular do giroscépio.
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A forca gravitacional produz um torque 7 = BxM g ao longo do plano zy com modulo

T = MgRsin(90°). Pela segunda Lei de Newton para rotagoes temos que

dL

. (4.1)

7=
onde L ¢ o momento angular do giroscopio, de forma que num intervalo de tempo infi-
nitesimal dt o torque causa uma variacao infinitesimal dL no momento angular L. Essa
variacao é perpendicular a L e tem a mesma direcao que T, fazendo que o moédulo de L
permaneca constante (]IZ] = |Ef]) enquanto que sua dire¢do varia na mesma direcao da
variacdo causada pelo torque, conforme o diagrama da Figura 4.2(b).

Quando a roda gira rapidamente, a queda é substituida por um movimento no plano
xy chamado de precessao.

Considere que a roda gira com velocidade angular w, e que quando o movimento
de precessdo comega, o eixo do giroscopio esta na horizontal (perpendicular ao suporte
central.) Considere também que w, >> w,, onde w, ¢ a velocidade de precessdo, de
forma que o momento angular de devido a precessao ¢ desprezivel em relacao ao momento
angular L do giroscopio que tem moédulo L = [w,

O diagrama da Figura 4.2(b) permite calcular a taxa de precessao w, através do
angulo entre os vetores El e Ef, pois

dL 7 (MgR)dt

o=T=7="1[ (4.2)

entao

N _@_MQR
Prdat Tw,

(4.3)

Finalmente, considere um giroscopio, esquematizado na Figura 4.3, formado por um
volante de massa M que gira em torno de um eixo de rotagao apoiado em um suporte

vertical com um contrapeso preso ao eixo na extremidade oposta ao volente.

b

B

Figura 4.3: Esquema do aparato experimental.
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Considere que o giroscopio esta inicialmente em equilibrio na horizontal sem o con-
trapeso adicional de massa m mostrado na Figura 4.3. Quando o volante gira com w,
em torno do eixo y, o sistema se mantém na horizontal e na posi¢ao inicial. No entanto,
se um torque for aplicado ao eixo do giroscopio por causa da forca gravitacional mg de-
vida & colocagdo de um contrapeso adicional (como ilustrado na Figura 4.3), ocorre um

movimento de precessao que no plano xy com velocidade w,. Nesse caso, teremos

_mgr

= 4.4
Iwr ? ( )

Wp

onde mgr é o torque gerado pela forca gravitacional agindo sobre o contrapeso e I é
o momento de inércia do volante. Assim, podemos utilizar a montagem experimental
esquematizada na Figura 4.3 para calcular momento de inércia do disco de massa M
através da expressao

[="9" (4.5)

WyWp

uma vez que w, e w, podem ser determinadas experimentalmente.

Relembrando. O momento de inérvia de um disco em torno de um eixo de rotagao

perpendicular a suas faces passando pelo centro de massa é
Iow = MRS, (4.6)

onde M é a massa do disco e R4 o seu raio.

Pequenos desalinhamentos entre o vetor momento angular e eixo de simetria do volante
causam um movimento chamado de nutagao.

Quando o volante é colocado em rotacao e o eixo de rotacao é deixado livre para preces-
sionar, a precessao regular (descrita pelas equagoes discutidas anteriormente) se iniciaria
imediatamente se o eixo de rotacao fosse colocado em movimento com velocidade angular
wp. No entanto, uma vez que o eixo estd inicialmente em repouso, a velocidade angular de
precessao w, ¢ inicialmente nula. Assim, o torque gerado pela forca gravitacional causa a
queda do sistem eixo + volante, fazendo com que a extremidade do eixo de rotacao desca
abaixo da sua posicao inicial horizontal. Esta configuracao faz com que o sistema adquira
uma componente nao-nula de momento angular vertical para baixo que é compensada
por uma componente nao nula para cima para satisfazer o principio da conservacao do
momento na dire¢ao z, uma vez que nao ha forcas exercendo torques ao longo do eixo z.
Isto gera o movimento de precessao + nutacgao tipicamente observado em giroscopios.

A nutacdo de um giroscopio que gira rapidamente é vista como pequenas vibracoes e
tremores do eixo de rotacao que esta precessionando. Quanto mais rapida a rotagao do
volante, menos sera notado o efeito de nutagao uma vez que a vibragao serd muito rapida

e de pequena amplitude. Além disso, na pratica, o atrito no suporte do eixo amortece
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a aplitude da nutacao fazendo que esse efeito seja atenuado com o tempo levando a um

movimento mais semelhante & precessao regular.

4.3 Materiais e métodos

4.3.1 Materiais

e Giroscopio de 3 eixos
e Corda com puxador
e Paquimetro

e (Gancho metalico

e Trena

e Crondmetro

e Balanca semianalitica
e Suporte universal

e Sensor fotoelétrico

e Suporte com mufa

e 1 disco de metal acoplavel

ao gancho (£ 50 g cada)

Figura 4.4: Montagem do aparato experimental.

4.3.2 Procedimento experimental

PARTE 1 - Observacao dos movimentos
Considere o esquema da Fig. 4.4.

a) Coloque o sistema em equilibrio, para isto, gire o peso de compensagdo menor (3)
para a direita ou para a esquerda, conforme se faga necessario (na Fig. 4.4 estao

identificadas as partes do giroscopio);

b) Enrole firmemente a corda com puxador ao redor da polia auxiliar menor (2) e
puxe, movimentando assim o volante (1), e determine em que sentido o volante esté

girando, horario ou anti horario;
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c)

EXPERIMENTO 4. MOMENTO ANGULAR

Com o volante em movimento pressione suavemente o ponto A para baixo e observe o
efeito da aplicacao desta forca externa na movimentacao do giroscopio. Reequilibre o
sistema e pressione o ponto A novamente, desta vez para cima, e observe novamente

o efeito causado na movimentagao do giroscopio;

Retorne o sistema a condicao de equilibrio e pressione novamente o ponto A desta
vez na direcao horizontal, nos sentidos para a esquerda e depois para a direita,
observando em cada caso os efeitos da aplicagdo das forcas na movimentacao do

giroscopio.
Aguarde a diminuicao da velocidade de giro do volante e pare-o completamente;

Enrole novamente a corda com puxador ao redor do disco menor, fazendo o volante
girar no sentido oposto ao que foi determinado no item “b” e reaplique as forcas
externas de acordo com o que foi pedido nos itens “c” e “d”. Observe os efeitos na

movimentacao do giroscopio;

Esquematize em seu caderno os vetores momento angular (L), velocidade angular
(&), torque (7) e velocidade angular de precessao (iJ,) para o disco movimentando-se
no sentido horario e anti-horario, com aplicacdo de um torque externo em A para

baixo e para cima, se julgar necessario refaga os itens “b”, “c” e “f”.

PARTE 1] - Calculo do Momento de Inércia

Antes de comecar, observe na Fig. 4.4 a localizagao das partes (1 - 5 e A), o posicio-

namento correto do giroscopio e do sensor.

a)

)

Coloque o sistema em equilibrio e levante a “anteninha” (4) que esta presa ao volante

por uma fita;

Prepare o multicrondmetro na funcao F6, e prepare o crondmetro manual para medir

o tempo de rotacao de 180°;

Segure firmemente o eixo na horizontal, encaixe o gancho com a massa no anel do
ponto A, enrole a corda com puxador ao redor da polia auxiliar menor (2) e puxe,

movimentando assim o volante (1);

Com o volante em movimento e ainda segurando o eixo, posicione o sensor 6ptico,
posicione também o ponteiro vazado (5) no 0°do goniémetro horizontal com escala
de 0°até 360°;

Observe no multicrondémetro se foi feita a leitura do tempo de rotacao t,;
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f) Remova o sensor 6ptico e solte o eixo ao mesmo tempo em que o crondémetro manual
é disparado, deixando o giroscopio se mover livremente, pare o crondmetro no mo-
mento em que o ponteiro vazado cruzar com o 180°no goniometro, coletando entao
ty;

g) Anote os valores medidos do tempo de rotagao e do tempo de precessao e repita o

procedimento até obter cinco valores para cada um dos tempos;

4.4 Para o relatoério

e Mostre e discuta todos os casos esquematizados no item “g” da PARTE 1 do pro-

cedimento da Se¢ao 4.3.2.

e Usando os dados colhidos na PARTE 2 do procedimento da Secao 4.3.2, calcule o
valor experimental do momento de inércia do volante utilizando a Eq. (4.5) com
W, = 21 /t, e w, = 7/t,. Adote g = 9,81m/s”

e Compare o valor obtido experimentalmente no item anterior com o valor obtido
através da Eq. (4.6).

e Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.

e Liste trés aplicacoes praticas dos conceitos envolvidos neste experimento com as

explicagoes necessarias.
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Experimento 5

Péndulo simples

5.1 Objetivo

Determinar o valor da aceleracao gravitacional usando um péndulo simples.

5.2 Conceitos

O péndulo simples ¢ um sistema mecanico que exibe movimento oscilatorio periodico.
Ele é formado por um peso que pode ser considerado uma particula de massa m suspenso
por um fio inextensivel de massa desprezivel e comprimento L, preso a um ponto fixo
conforme o esquema mostrado na Fig. 5.1.

Z

Figura 5.1: Um péndulo simples com as forgas que agem sobre ele.

Ao ser levada de uma posigao de minima energia potencial (ponto A) para uma posigao

de energia potencial mais alta (ponto B) e ser abandonada, a particula descrevera um
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movimento oscilatorio em um plano vertical (plano do papel) em torno de uma reta
vertical que liga o ponto de suspensao fixo ao ponto A.

As forcas que atuam sobre o peso sao a tracao T exercida pelo fio e a forca gravitacional
mg, onde ¢ é a aceleracao da gravidade. Desprezando a resisténcia do ar, podemos escrever
a Segunda Lei de Newton Fj..; = ma,.s para o movimento do péndulo:

d?s

—mgsinf =

onde s = L# é o deslocamento angular do peso e o sinal negativo indica que a componente

tangencial da gravitacional aponta na direcao do ponto de equilibrio § = 0. Assim,

d?s g .
ﬁ = —E Slﬂe. (52)
Quando o angulo 6 é pequeno (6 < 10°), temos que sinf ~ 6, de forma que podemos

reescrever a Eq. (5.2) como
d*s
dt?

que tem a mesma forma matematica que a equacao de movimento de um oscilador harmo-

g
= _Ee (5.3)

nico simples no qual a componente tangencial da forca gravitacional age como a forca
restauradora.

A solugao da Eq. (5.3) é 6 = 0,4, cos(wt + ¢), onde 0,,,, € a posi¢ao angular no ponto
B e a frequéncia angular é dada por

(5.4)

w =

g
=

Substituindo w = 27 /T, onde T' & o periodo do péndulo, obtemos que

L
T = 27r\/;, (5.5)

onde vemos que o periodo e a frequéncia de um péndulo simples dependem apenas do
comprimento do fio e da aceleracao da gravidade local, assim, todos os péndulos simples
de mesmo comprimento sob acao da mesma aceleracao da gravidade, oscilam com o mesmo
periodo.

O péndulo simples é um equipamento conveniente para fazer medicoes do valor da
aceleracao da gravidade local uma vez que o comprimento do fio e o periodo de oscilacao
podem ser medidos facilmente. Para cada par de valores (L, T), o valor de g é calculado

através da expressao
L
g= 47r2ﬁ. (5.6)

Suponha que sejam efetuadas N medidas do par de valores (L, T) utilizando um pén-
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dulo simples no qual o comprimento do fio pode ser variado, podemos calcular o valor de
g ajustando uma reta aos dados uma vez que T2 oc L com constante de proporcionalidade
472 /g. Utilizando o método dos minimos quadrados encontramos que o coeficiente da

reta é dado por:

An? N LT?) — o L) (3 T7) (5.7)
g NQOLY) - (L) '
5.3 Materiais e métodos

5.3.1 Materiais

e Suporte universal

Conjunto Arete

Massa pendular

Crondémetro manual

e Trena

5.3.2 Procedimento experimental

a) Preencha as colunas L(m), T1(s) e Tz(s) da Tabela 5.1, para isto:

b) Realize duas cronometragens de tempo (7} e T3) correspondente a dez oscilagoes
para cada um dos seguintes comprimentos do péndulo: 0,25; 0,30; 0,35; 0,40; 0,45;
0,50; 0,55; 0,60; 0,65; 0,70m;

c¢) Utilizando a expressao T'(s)= (T1 + T»)/(2 x 10), calcule o tempo referente a apenas

uma oscilagdo e preencha a coluna T(s) na Tabela 5.1;

d) Realize os calculos necessarios para terminar de preencher a Tabela 5.1. Os valores

dos somatoérios serao utilizados na Secao 5.4;
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5.4 Para o relatoério

e Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

com N = 10;

EXPERIMENTO 5. PENDULO SIMPLES

e Compare o valor de g obtido no anterior com 9,81 m/s%.

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.

Calcule o valor de g usando o método dos minimos quadrados, conforme a Eq. (5.7),

Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

Medida

L(m)

T,(s)

Tz(s)

T(s)

T2(s2)

L2(m2)

LT2(ms?

1

8

9

10

Somatorios

Tabela 5.1: Medidas do periodo de oscilagdes (T') em func¢ao do comprimento (L) do péndulo.
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Experimento 6

Péndulo fisico

6.1 Objetivo

Determinar experimentalmente o momento de inércia de uma barra utilizando conceitos

relaciodas ao péndulo fisico.

6.2 Conceitos

Qualquer corpo rigido que oscile livremente em torno de um eixo de rotacao fixo per-
pendicular ao plano do movimento e que nao passa pelo centro de massa do corpo é
chamado péndulo fisico ou péndulo composto. Ao contrario de um péndulo simples,
um péndulo fixo pode ter uma distribuicao de massa uniforme.

Considere o péndulo fisico esquematizado na Fig. 6.1. A forca gravitacional exerce
um torque de mudulo mghsin @ relativo ao pivo O, onde g é o médulo da aceleracao da

gravidade e h é a distancia do pivo ao centro de massa do corpo rigido.

Figura 6.1: Um péndulo fisico.
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Desprezando a resisténcia do ar e qualquer atrito entre o corpo rigido e o pivo, podemos
escrever a forma rotacional da Segunda Lei de Newton 7. = I a5, onde I é 0 momento
de inércia do corpo em relacao ao eixo perpendicular ao plano movimento que passa por
O e « é a aceleracao angular. Assim, temos que

d*0

—mghsin@zfﬁ, (6.1)

onde o sinal negativo indica que o torque em relacao a O tende a diminuir § = 0. Supondo

que o angulo 0 ¢ pequeno (0 < 10°), temos que sin f ~ 6, de forma que podemos reescrever

0 _ (m—gh> 6 (6.2)

a Eq. (6.1) como

dr? I
que tem a mesma forma matematica que a equacao de movimento de um oscilador harmo-
nico simples.
A solugao da Eq. (6.2) é 0 = 0,4, cos(wt + ¢), onde 0,,,, € a posi¢do angular maxima

e a frequéncia angular ¢

mgh
=1/ —. 6.3

Substituindo w = 27 /T, onde T' & o periodo do péndulo, obtemos que

|1
T =21y —. 6.4
™\ ngh (6.4)

Se considerarmos uma particula girando em torno de O com momento de inércia
I = mh? a Eq. (6.4) se reduz a T = 27r\/(h/g) que & a equacao de periodo para um
péndulo simples.

Se os valores de h e T sao conhecidos, esse resultado pode ser usado para medir o

momento de inércia de um corpo rigido plano (ou com espessura desprezivel).
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Relembrando. Pelo Teorema dos Eixos paralelos,
o momento de inércia de barra rigida homogénea de

comprimento L oscilando em torno de um pivo O,

conforme a Fig. 6.2, ¢ dado por
I = Icy +mh?,

com

1
Ioy = ZmTQ + EmLQ.

6.3 Materiais e métodos

6.3.1 Materiais

e Suporte universal
e Braco horizontal
e Barra de metal (£ 30 cm)
e Barra de metal (£ 50 cm)

e Paquimetro

6.3.2 Procedimento experimental

(6.5)

(6.6)
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Figura 6.2: Barra rigida oscilando.

Trena e régua
Cronoémetro manual
Balanca semianalitica

Parafuso para fixacao da barra

a) Mega a massa (m), o didametro (d) e o comprimento (L) de cada uma das barras;

b) Realize duas contagens de tempo (T') correspondentes a dez oscilagoes para cada

uma das barras;

¢) Determine a distancia (h) entre o eixo de rotagdo e o centro de massa de cada uma

das barras;
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6.4 Para o relatorio

e Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

e Com as medidas de T, m e h, determine o momento de inércia I, de cada barra
através da Eq. (6.4). Adote g = 9,81m/s?.

e Calcule 0 momento de inércia para cada uma das barras utilizando Eq. (6.5). Su-
pondo que este seja o valor teorico, determine o erro percentual relativo ao valor

obtido experimentalmente no item anterior.

e Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.
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Experimento 7

Sistema massa-mola e oscilador

harmoénico amortecido e forcado

7.1 Objetivo

Determinar a frequéncia de oscilagao de um oscilador harmonico através de varios experi-
mentos que utilizam o sistema massa-mola. Determinar experimentalmente a frequéncia

de ressonancia de um sistema massa mola amortecedor for¢ado.

7.2 Conceitos

O oscilador harménico é um dos poucos sistemas fisicos que tem solucao exata. E um mo-
delo muito util para explicar desde fendmenos simples como o movimento de um péndulo,
até fendmenos mais complexos como vibragoes meleculares. O movimento harmonico sim-
ples (MHS) é o movimento executado por uma particula sujeita a uma for¢ca de modulo

proporcional ao seu deslocamento e orientada no sentido oposto.

O sistema massa-mola ¢ um modelo para o MHS. A Fig. 7.1(a) mostra a mola livre
com comprimento Ly, enquanto que a Fig. 7.1(b) mostra a mola na posi¢ao de equilibrio,
apoOs a adicao do elemento de inércia do sistema, isto é, um corpo de massa M. Nessa
configuragdo, o comprimento da da mola é L. A Fig. 7.1(c) ilustra a posi¢ao inicial
do sistema massa-mola para uma oscilacao de amplitude z,,,, em torno da posicao de
quilibrio.

A forca restauradora que atua sobre uma massa M presa a uma mola de constante

elastica K é
F = —Ku, (7.1)

onde x é o alongamento da mola. A expressao acima é conhecida como Lei de Hooke.
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(b) (c)
‘ | J
Lo =
L -
X0 X max %
______ A A — 0
‘ N Xmax %

Figura 7.1: Sistema massa-mola. (a) Mola livre. (b) Sistema massa-mola na posicao de
equilibrio. (c) Posigao inicial para oscilagdo da massa em torno da posicao de equilibrio com

amplitude z,,42.

Pela segunda Lei de Newton temos que
F=Ma=—-Kuz. (7.2)

2
Uma vez que a = ‘le;“", temos que

d’r Kz
—+ —=0. 7.3
e (7.3)
Uma solugao para essa equagao diferencial de segunda ordem é a fungao cosseno a seguir:

2(t) = Tinae cOS(wot + @), (7.4)

onde x4, € a amplitude do movimento, ¢ é a constante de fase e wy é a frequéncia angular.

Substituindo x(t) e sua segunda derivada na Eq. (7.3) temos

K
Wy — —, (75)

m
que se relaciona com o periodo de oscilacao através da equacao

_27r

Wy = T . (76)

Relembrando. O inverso do periodo é a frequéncia f do movimento que mede o
numero de oscilagoes por unidade de tempo. Quando 7" é medido em segundos, f sera
medida em Hertz (1Hz = s71).
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A maioria das oscilagoes nao sao livres como descrito até este ponto. Em muitos
sistemas reais forcas nao conservativas como o atrito ou a resisténcia do ar se opoem
ao movimento do oscilador. Consequentemente, a energia mecanica do sistema diminui
com o tempo e o movimento ¢ chamado de amortecido. Isso se traduz na diminuigao da
amplitude ao longo do tempo. Em geral, consideramos efeitos de amortecimento lineares,
com a forca resistiva da forma

- dx

F=_p—, 7.7
o (7.7)

onde b é o coeficiente de amortecimento.

Uma forma de contrabalancear a perda de energia devido ao amortecimento, é aplicar
uma forca externa peridédica na direcao do movimento do oscilador que realize trabalho
positivo sobre o sistema. Nesse caso, o movimento é dito forcado e a forca externa é

chamada de forcante.

Figura 7.2: Sistema massa-mola. (a) Oscilador for¢cado amortecido.

Considere o oscilador amortecido da Fig. 7.2. Se o moédulo do forgante é dado por
F., = Fycos(wt), onde w é a frequéncia externa, e o moédulo do amortecimento é dado por
—bdzx/dt, usando a segunda lei de Newton podemos escrever a equacio de movimento do

sistema como:

d*r  dx
Mﬁ + bE + Kz = Fycos(wt) (7.8)
que tem solucao da forma
z(t) = Acos(wt + ¢), (7.9)
com M
A= o/ (7.10)

e ()

Na condigao de ressonancia, w = wy ocorre um maximo na amplitude, que tende ao infinito

conforme b tende a zero.
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7.3 Materiais e métodos

7.3.1 Materiais

. e Marcador para retroprojetor;
e Suporte universal

C 1le2;
e Braco horizontal; e Carros 1 e 2;

, - : e Gerador de sinais digital;
e Régua milimetrada com encaixe;

e Cabo BNC-jacaré;
e Suporte para mola;

Trilho de ar;
e Parafuso para fixacao do suporte; * "

e Mola helicoidal: e Mangueira acopladora;

) o Gerador de fluxo de ar;
e Gancho metalico; x ;

e e Ima;
e Sensor fotoelétrico;

. e 5 discos de metal acoplaveis ao gan-
e Multicronoémetro; plav g

cho.

e Balanca semianalitica;

7.3.2 Procedimento experimental

a) Identifique e pese cada uma das massinhas my, ma, mg, my e my. Pese também o

gancho e o carrinho 1 do trilho de ar;

b) Utilizando a régua como escala, determine a elongacao da mola para cada situagao:
1 = x(my), T = x(my + ms), x3 = x(My + my + my3), e assim sucessivamente até

a colocacao das cinco massas;

¢) Encontre um valor da constante da mola (Kx = mg) para cada massa situagio, e

por fim encontre o K,,.q4, que serd utilizado nos calculos.

SISTEMA VERTICAL - SENSOR

d) Escolha com quantas massas ird trabalhar (2, 3 ou 4). Acople as massas ao gancho

e conecte o gancho & mola. Posicione o sensor no limite inferior do gancho;

e) Coloque a mola para oscilar e, utilizando o multicronometro na fun¢ao F3, anote o

periodo T referente a 10 oscilacoes (t10);
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SISTEMA HORIZONTAL - TRILHO DE AR

f) Determine a frequéncia de oscilagao teorica do sistema (wp) através da Eq. (7.5)

utilizando a massa do carrinho 1 e o K,,4;, calculado no item “c”;

g) Prenda a mola, unindo os dois carrinhos. CUIDADO! NAO DESLIZE O CARRI-
NHO NO TRILHO DE AR COM O FLUXO DE AR DESLIGADO;

h) Conecte o gerador de onda & bobina do trilho de ar, selecione um sinal senoidal,
com uma amplitude de 10 Vpp. Faca uma varredura lenta de frequéncias iniciando

2 Hz acima de wy e terminando 2 Hz abaixo de wy;

i) Observe o que acontece com a amplitude do movimento oscilatorio do carrinho e

estime a frequéncia onde a amplitude do movimento é méxima.

7.4 Para o relatoério

e Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

e Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.

Para o sistema vertical
e Calcule a frequéncia de oscilagdo (f = 1/7'), lembrando que T' = T},/10.

e Compare a frequéncia experimental encontrada com o valor tedrico obtido através

da Eq. (7.5).
Para o sistema horizontal

e Explique o observado com relacao a amplitude do movimento oscilatério do carrinho.
Qual o valor da frequéncia onde a amplitude do movimento é maxima? Que nome

se da a esta frequéncia?
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Experimento 8

Densidade de Liquidos

8.1 Objetivo

Determinar a densidade de liquidos através da lei de Stevin.

8.2 Conceitos

Liquidos e gases sao fluidos. Isto é, a nivel molecular nao formam redes cristalinas e a nivel
macroscopico podem escoar, amoldando-se a forma do recipiente em que sao colocados.

A massa especifica ou densidade de um fluido ¢ definida como a massa de fluido

Am
AV

um atomo e a massa especifica de fluido é a mesma em todos os elemento de volume do

contida em um elemento de volume, ou seja, p = Se o volume é muito maior do que

corpo considerado, podemos escrever
(8.1)

de forma que a massa especifica tem unidade de quilograma por metro cibico (km/m?)
no Sistema Internacional de Unidades e ¢ uma grandeza escalar.

A densidade de uma substancia varia ligeiramente com a temperatura e a pressao,
uma vez que o volume depende dessas grandezas fisicas.

Todos os fluidos sao em algum grau compressiveis, alguns mais que outros. A com-
pressao de um fluido corresponde & alteracao no seu volume quando se submetido a uma
pressao exterior. No entanto, qualquer fluido cuja densidade sempre permanece pratica-
mente constante no tempo ao longo do volume opondo-se & compressao é chamado de
incompressivel. Geralmente, liquidos sao incompresiveis. a densidade da agua a 20° C e
1 atm (pressao média aproximada da atmosfera ao nivel do mar) é de 0,998><103km/m3,
enquanto que mantendo a temperatura constante e aumentando a pressao para 50 atm,
a sua densidade é de 1><103km/m3. Isto é, uma pressao 50 vezes maior corresponde a

uma variagao de 0.2% na densidade da adgua. Assim, é uma boa aproximagao tratar um
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liquido como um fluido incompressivel ao estudar estatida dos fluidos. Por outro lado,
fluidos cuja massa especifica varia com a pressao, como no caso dos gases, sao chamados
de compressiveis.

A forca exercida por um fluido estitico sobre um corpo submerso nele é sempre per-
pendicular as suas superficies. Se considerarmos uma forca F' uniforme aplicada perpen-

dicularmente a uma superficie plana de area A, podemos definir a pressao como

P = %, (8.2)
que tem unidade de Newton por metro quadrado no Sistema Internacional de Unidades,
chamada de Pascal (Pa)’.

Sabemos que um mergulhador é submetido a pressoes cada vez maiores a medida
que alcanca maiores profundidades. Por outro lado, um alpinista sente pressoes cada
vez menores a medida que atinge altitudes cada vez maiores. Nos dois casos ha fluidos
envolvidos. No caso do mergulhador, quanto maior a profundidade, maior é a coluna de
agua sobre ele. O contréirio ocorre para o alpinista, a coluna de ar acima dele é cada vez
menor a medida que ele sobe.

E possivel encontrar uma expressio para a variacdo da pressiao com a profundidade.
Para isto, considere um bloco imaginario com secao transversal horizontal de dra A e
altura h submerso num liquido uniforme em repouso com p = constante, conforme a
Fig. 8.1.

Figura 8.1: Forcas agindo sobre um bloco imaginéario imerso em um fluido incompressivel.

Uma forca F,; com moédulo PyA e sentido negativo age sobre a superficie superior
do bloco, enquanto que uma forca F, com médulo P,A e sentido positivo age sobre a
superficie inferior do bloco, onde P; e P, sao, respectivamente, as pressoes exercidas
sobre a face superior e inferior do bloco.

Uma vez que o bloco esta em equilibrio temos que

P,A — P;A+ pAhg =0, (8.3)

!1atm corresponde a 1,01 x 10°Pa.
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onde g é a aceleracao da gravidade, portanto
P;= P, + phg = 0. (8.4)

Ou seja, a pressao P; ém um ponto a uma profundidade h abaixo de um ponto em um
liquido no qual a pressao é P, é maior por um valor de pgh.
Assim, considere um ponto p genérico a uma profundidade H como mostrado na

Fig. 8.1. Se F, denotar a pressao atmosférica local e P a pressao no ponto p temos que
P=PFy+ pgH. (8.5)

Essa expressao corresponde & Lei de Stevin que pode ser enunciada como:

A pressao no interior de um fluido

aumenta linearmente com a profundidade.

Se um recipiente é formado por diversos ramos que se comunicam entre si, continua
valendo que a superficie livre de um liquido que ocupa as diferentes partes do recipiente é
horizontal, ou seja, o liquido sobe & mesma altura em todos os ramos do recipiente. Por
outro lado, se em dois ramos de um tubo em U como o ilustrado na Fig. 8.2 temos dois
liquidos de densidades diferentes, p; # ps, que nao se misturam, cada um deles subira
a alturas diferentes em relagdo a um plano A-B que passa pelo mesmo fluido (ou pela

interface entre os dois liquidos). Assim, se a pressao no plano A-B é P temos que

P:P0+p1gH1 :P0+ngH2 (86)
ou I
o2 (8.7)
H, P1

Assim, conhecendo uma das densidades e medindo H; e Hy podemos obter experimen-

talmente o valor da densidade do outro liquido.
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8.3 Materiais e métodos

8.3.1 Materiais

Painel metalico com tubo em U

Pipeta de Pasteur de pléstico Ha HJ
B

Pisseta com agua
Becker de 250 mL com 6leo vegetal

Figura 8.2: Tubo em U contendo liquidos

em equilibrio estatico.

Hy é a altura do menisco da interface dgua/o6leo (linha A-B) até a base do tubo.
H; é a altura do menisco da extremidade que contém agua até a interface dgua/6leo.

Hy é a altura do menisco da extremidade que contém o6leo até a interface dgua/dleo.

8.3.2 Procedimento experimental

a) Posicione o tubo em U na vertical e com o auxilio de uma pisseta, coloque um pouco

de 4gua até uma altura qualquer (70 mm aproximadamente);

b) Com a pipeta de Pasteur coloque aproximadamente 0,5 mL de 6leo em um dos
ramos. Observe na Fig. 8.2 quais sao os pontos corretos para fazer as medidas e

anote os valores de Hy, Hy e H, na Tabela 8.1;

¢) Adicione novamente aproximadamente 0,5 mL de 6leo em seu respectivo ramo, de-

terminando os novos valores de Hy, Hy e Ho;

d) Faca um total de 5 adi¢oes e preencha a Tabela 8.1;
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Medidas

H, (mm)
menisco

H; (mm)
agua

H; (mm)
oleo

Deslocamento h,
(Hi-Ho)

Deslocamento h;
(H»-Hy)

Média

Tabela 8.1: Resultados obtidos no experimento de hidrostatica.

8.4 Para o relatorio

e Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

e Determine a densidade ps do 6leo utilizando a Eq. (8.7) e utilizando p; = pyua =

1000 kg/m?. Verifique se este valor estd de acordo com o esperado para 6leos

comerciais.

e Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.
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Experimento 9

Principio de Arquimedes

9.1 Objetivo

Determinar a densidade de um corpo solido utilizando o Principio de Arquimedes

9.2 Conceitos

O Principio de Arquimedes pode ser enuncidado como:

Quando um corpo estd total ou parcialmente submerso em um fluido, uma forca de

empuro
E= myrag (91)

exercida sobre o fluido age sobre o corpo no sentido vertical para cima.

Na Eq. (9.1), g é a aceleragdo da gravidade e mys; é a massa do volume de fluido
deslocado. A forca de empuxo tem modulo igual ao peso do fluido deslocado pelo
corpo.

A forca de empuxo nao é determinada pelas propriedades do objeto, exceto a quan-
tidade de fluido que ele desloca. Assim, se vérios objetos de diferentes densidades forem
colocados em um mesmo recipiente contendo agua, por exemplo, todos experimentarao
a mesma forca de empuxo. Esta forca origina-se por causa da variacao de pressao. De
acordo com a Lei de Stevin temos que P = Py + pfuidogh. Assim, a pressao ¢ maior na
parte inferior do corpo imerso do que na parte superior.

O que determina se um objeto livre colocado em um fluido afunda ou flutua é a relacao
entre a for¢a de empuxo e a forca gravitacional.

O ponto de aplicacao do empuxo, C, é conhecido como centro de empuxo ou centro

de carena e ¢ igual ao centro de gravidade da parte submersa do corpo. Quando o corpo
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esté totalmente submerso, temos que C' = G, onde G é o centro de gravidade do corpo.
Se uma parte do corpo esta emersa, temos que C' estara abaixo de G.

No caso de um corpo livre completamente submerso, a empuxo ¢é igual a forca peso do
corpo:

E = mg = pcorpog‘/;:orpo- (92)

O peso aparente P,, de um corpo flutuando em um fluido ¢ dado por
pP,=F,-FE, (9.3)

onde F, é o peso real do corpo. A Eq. (9.3) diz que um corpo imerso e um liquido tem
peso aparente menor do que seu peso verdadeiro. Em particular, o peso aparente de um
corpo flutuante é zero.

Durante a realizacao do experimento, o corpo cuja densidade queremos determinar
estard vinculado ao um dinamometro quando submerso. Dessa forma, as forcas agindo
sobre o corpo serao a forca peso Fy, = mg, o empuxo F = pria0gVtd, € a forca exercida
Fyin pelo dinamdmetro, um instrumento que mede forgas a partir da deformacao causada

por elas num sistema elastico. Assim,
Fg:Fdin+E7 (94)
de onde obtemos

Fdin
(pcorpo - pfluido)g.

‘/corfpo =

9.3 Materiais e métodos

9.3.1 Materiais

e Suporte universal;

e Braco horizontal;

e Dinamometro;

e Cilindro metalico;

e Balanca semianalitica;
e Proveta 500 mL;

e (Cilindro branco com gancho na ponta;
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9.3.2 Procedimento experimental

a)

Verifique o “zero” do dinamoémetro. Caso necesséario, solte o parafuso e corrija a

pOsicao;
Encaixe o cilindro branco no gancho na parte inferior do dinamometro;

Preencha a proveta com 400 mL de 4gua. Movimente o brago horizontal (dinamo-
metro + cilindro) de modo que o cilindro fique totalmente submerso na agua da

proveta;

Anote o volume de dgua deslocada pela submersao do cilindro e utilizando o dinamo-
metro, determine o peso aparente do cilindro branco quando totalmente submerso.

Anote este valor;
Utilizando a Eq. (9.5), calcule a densidade do material do cilindro.
Pese o cilindro;

Repita todo o procedimento utilizando agora o cilindro metélico.

9.4 Para o relatorio

Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.
Utilizando a Eq. (9.5) calcule a densidade do material dos dois cilindros.

Calcule novamente a sua densidade para os dois cilindros, utilizando a expressao
p=m/V.

Compare os valores obtidos através de cada um dos métodos.

Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.
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EXPERIMENTO 9. PRINCIPIO DE ARQUIMEDES



Experimento 10

Dilatacao térmica

10.1 Objetivo

Determinar os coeficientes de dilatagao térmica linear de alguns materiais.

10.2 Conceitos

Quando um s6lido é submetido a uma variacdo de temperatura AT, verifica-se experi-
mentalmente que as suas trés dimensoes sofrem variacoes. No entanto, dependendo da
geometria do solido, uma ou até duas dimensoes podem apresentar variagoes despreziveis.
E o caso dos tubos metalicos finos e longos.
A partir de constatagoes empiricas, podemos afirmar que para a dilatacao térmica
linear:
I) A variacao do comprimento é diretamente proporcional a variacao da tempera-
tura, AT
IT) A variacao do comprimento é diretamente proporcional ao comprimento inicial,
Lo;
III) A variagdo do comprimento depende do material, ou seja, do coeficiente de
dilatacao linear «
do material;
IV) Para o mesmo material, o coeficiente de dilatacao depende da faixa de variagao
da temperatura
AT (ex. 0 a 100°C).
Assim, temos:
AL = a.Ly.AT (10.1)

95
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10.3 Materiais e métodos

10.3.1 Materiais

Dilatémetro linear;
Sistema, gerador de vapor;
Chapa para aquecimento;
Termometro;

Cronometro manual;
Multimetro;

Termopar que conecta ao multimetro.

10.3.2 Procedimento experimental

a)

b)

Ligue a chapa aquecedora na temperatura maxima;

Ajuste o multimetro para medir temperatura (°C) e anote a temperatura ambiente,
que esta sendo exibida no multimetro. Posicione o termopar acoplado ao multimetro

no final do tubo, por dentro da mangueira;

Anote o comprimento Ly do tubo na temperatura ambiente. O valor serd aquele

onde estd preso o parafuso guia;

Verifique se a escala do medidor (relogio) estd marcando zero. Caso seja necessa-

rio, gire o corpo do relégio para a direita ou para a esquerda até que o ponteiro
grande marque zero. CUIDADO: O RELOGIO E EXTREMAMENTE SENSIVEL,
ENTAO, APOS ESTA ETAPA, NAO TOQUE NA BANCADA.

Acompanhe a temperatura do sistema gerador de vapor pelo termoémetro de vidro.

Quando a temperatura estiver proxima aos 90°C, prepare-se para fazer as medidas;

Quando o vapor estiver percorrendo o tubo, observe a variacao da temperatura no
multimetro e do comprimento (medido no relogio). Espere até que seja atingido
o equilibrio térmico (pelo menos 15 segundos apés a estabilizacdo dos valores nos

instrumentos de medida);

Anote a temperatura final, exibida no multimetro, e o valor da variacao no compri-

mento da barra, exibida no medidor (relogio);
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h) Desligue a chapa aquecedora e simultaneamente dispare o crondémetro. A cada 1
minuto, anote o valor de T" fornecido pelo multimetro e a variacao no comprimento
da barra exibida no medidor (relogio) até que o sistema retorne a temperatura

ambiente;

10.4 Para o relatorio

e Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

e Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.

e Calcule o valor do coeficiente de dilatacao linear do material a pelos dois métodos
distintos descritos a seguir.
Método 1: utilize a Eq. (10.1) e os dados coletados durante a realiza¢do do experi-
mento.
Método 2: faga um grafico de AL versus AT partindo dos dados obtidos no item
“h” da Secao 10.3.2.

e Para cada material, compare os valores de « obtidos pelo método 1, método 2 e

valor fornecido na literatura.
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Experimento 11

Dilatacao térmica

11.1 Objetivo

Determinar os coeficientes de dilatagao térmica linear de alguns materiais.

11.2 Conceitos

Do ponto de vista pratico, quando permitimos que dois ou mais corpos troquem calor até
atingirem o equilibrio térmico, o fazemos dentro de um dispositivo chamado calorimetro,
que evita trocas de calor com o meio externo. O calorimetro permite que determinemos

experimentalmente o calor especifico de uma substancia (c,).

Tampa f\/ Termometro
o 1IN
Agua I P Isolante térmico
= T N
N M \
Amostra %”" T Vaso metdlico
—u

Figura 11.1: Diagrama de um calorimetro de cisturas

Basicamente, um calorimetro é constituido de um vaso calorimétrico metalico, reves-
tido de material isolante para evitar troca de calor com o ambiente externo, conforme
ilustrado na Fig. 11.1. Além disso, possui uma tampa que permite fecha-lo perfeitamente.
Um termometro, que fica sempre imerso, assinala a temperatura da agua contida no

calorimetro.

29
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Para que a temperatura de um corpo homogéneo aumente deve-se fornecer calor ao

mesmo. A transferéncia de calor é garantida pelo principio termodinamico que diz:

O fluzo de calor é sempre do corpo de maior temperatura para o de menor

temperatura.

A quantidade de calor (@) transferida é proporcional 4 massa (m) do corpo e a variagao

de temperatura (AT). Algebricamente temos:
Q = mcAT, (11.1)

onde ¢ é o calor especifico.
Deve-se notar que o calor especifico € uma propriedade da substancia, e, portanto, é
uma importante constante fisica. Podemos definir ainda a capacidade calorifica: (C)

de um sistema como sendo:
C' = me. (11.2)

Na primeira parte do experimento vamos calcular a capacidade calorifica do calori-
metro, utilizando o sistema formado pelo conjunto agua fria, Agua quente e calorimetro,
termicamente isolado.

Sendo Qeats Qagua fria © Qagua quente 35 quantidades de calor trocadas pelo calorimetro,
pela 4dgua fria e pela dgua quente, respectivamente, temos, para o conjunto, a seguinte
equacao:

Qcal + Qagua fria + Qagua quente — 0. (113)

Tendo em vista a equacao fundamental da calorimetria e admitindo que nao haja
mudancas de fase de nenhum dos elementos do conjunto, a Eq. (11.3) no equilibrio térmico,

pode ser escrita como
MeaiCeal AT vl + Mg pCa ALy f 4+ MggCagAL g =0 (11.4)
Aplicando a Eq. (11.2) para o calorimetro e desenvolvendo a Eq. (11.4) temos que
Ceat(Teq — Tug) + MarCaf(Teq — Taf) + MagCag(Teq — Tog) =0, (11.5)

onde: C,.y € a capacidade calorifica do calorimetro;
T, ¢ a temperatura de equilibrio térmico;
Tuq € a temperatura inicial da dgua quente;
mey € a massa de agua fria;
T, ¢ a temperatura inicial da agua fria;

Maq € a massa de dgua quente;
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Caf = Caq ¢ 0 calor especifico da agua (1 cal/g°C).

Na segunda parte do experimento, determinaremos o calor especifico de um metal.
Sendo Qcqr, Qagua © @ as quantidades de calor trocadas pelo calorimetro, pela adgua e

pelo corpo metélico, respectivamente. Temos a seguinte equagao:

Qcal + Qaguu + Qz =0. (116)

Da mesma forma que anteriormente, admitindo que nao haja mudancas de fase de

nenhum dos elementos do conjunto, podemos reescrever a Eq. (11.6) como
MeaiCeal AT el + MagCagAT g + Myc, AT, =0 (11.7)

ou
C(Tey — Tug) + MagCag(Teg — Tag) + myce(Tey — Ty) = 0. (11.8)

Da Eq.(11.8) temos que

o (C + MagCag) (Teg — Tag)
Cp = mx(Tx — Teq) , (11.9)

onde: ¢, é o calor especifico da amostra;
C' ¢ a capacidade calorifica do calorimetro;
Meq ¢ a massa de 4gua;
T.q € a temperatura de equilibrio térmico;
Thq € a temperatura inicial da dgua;
m, € a massa da amostra metalica;
T, ¢ a temperatura inicial da amostra;

Cag € 0 calor especifico da agua (1 cal/g°C).

11.3 Materiais e métodos

11.3.1 Materiais

e Calorimetros de isopor identificados por Call e Cal2;

Chapa para aquecimento;

Caneca de metal cheia de agua;

Multimetro;

e Termopar que conecta ao multimetro;
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e (ilindros de metal;

e Balanca semianalitica.

EXPERIMENTO 11. DILATACAO TERMICA
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11.3.2 Procedimento experimental
PARTE 1 - Capacidade calorifica C' do conjunto calorimétrico
a) Ligue a chapa aquecedora na temperatura maxima,

b) Meca a massa dos dois calorimetros: Call sem tampa (mcq1) € Cal2 com tampa

(mCal2);

¢) Coloque agua até a marca no vaso calorimetro Call, pese e anote a massa do con-

jUHtO (mConjuntoF) ;

d) Acople a tampa com o termopar ao Call. Meca e anote a temperatura (7,) do

sistema frio;
e) Aguarde até que a dgua da caneca metéalica esteja em ebuli¢o;

f) Com cuidado, adicione 4gua quente ao calorimetro Cal2 até atingir a marca interna
e rapidamente acople a tampa com o termopar para medir a temperatura (7,,)

do sistema quente. Anote o valor;

g) Com movimentos rapidos, porém em seguranca, adicione a massa de agua fria

no calorimetro 2 e anote a temperatura Teq que do conjunto ao atingir o equilibrio;
h) Coloque a tampa no calorimetro 2 e pese o conjunto (Mconjunto0);
i) Repita o experimento 3 vezes.

Preencha as Tabelas 11.1 e 11.2 com suas medidas para facilitar a realizacao dos

céalculos. Utilize Maf = MConjuntoF — MCall € Mag = MConjuntoQ — Maf — MCal2-

Mcan (g) Mcap (g) mConjuntoF(g) MConjuntoQ (g)

Tabela 11.1: Medidas experimentais para a determinacao da capacidade térmica do calorimetro.

M. () My () T (°C) T (°C) Teo(°C)

Tabela 11.2: Medidas experimentais para a determinacao da capacidade térmica do calorimetro.
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PARTE 2 - Calor especifico dos solidos

a)

f)

Mega a massa do solido (mg,) e anote o valor na Tabela 11.3. Depois coloque-o
dentro do calorimetro 1 com agua suficiente para cobrir toda a peca. Encaixe a

tampa com o termopar e preencha a tabela com o valor da temperatura do so6lido
(TSOZ);

Retire o solido do calorimetro;

No calorimetro 2, adicione agua quente até a marca interna e meca a temperatura

da agua quente (7,,) com a tampa que contém o termopar;

Com muito cuidado, introduza rapidamente o solido no calorimetro 2 e acople a
tampa com o termopar. Espere a estabilizacao da temperatura e anote o valor da

temperatura de equilibrio (7,) do conjunto;

Apoés medir a temperatura, pese o conjunto (Meonjunto) € anote o valor na Tabela
11.3;

Repita o processo 3 vezes.

Na Tabela 11.3 utilize mqq = Meconjunto — Msol — Mcai2-

Material mconjunto (g) Mol (g) Tsol (OC) Taq (OC) Teq (OC)

Tabela 11.3: Medidas experimentais para a determinacao do calor especifico dos sélidos.

11.4 Para o relatorio

Organize os valores medidos e os dados obtidos em tabelas.

Apresente todos os calculos explicitamente e considere os desvios associados as in-

certezas de todas as medidas realizadas em laboratorio.

Utilizando os valores obtidos na PARTE 1 do experimento na Eq. (11.5), calcule a

capacidade calorifica (C') do calorimetro.
Com os dados da PARTE 2, calcule o valor de ¢, para o solido utilizando a Eq. (11.9).

Compare o valor obtido com o valor do calor especifico encontrado na literatura.
(car = 0,22 cal/g°C, ccy = 0,093 cal/g°C, Catao = 0,092 cal/g°C).
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Medigao e propagacao de erros

1 — Sistema de unidades padrio

Para facilitar o comércio internacional, diversos
paises criaram padrdes comuns para medir grandezas
através de um acordo internacional.

A 14* Conferéncia Geral sobre Pesos ¢ Medidas
(1971) elegeu as sete grandezas fisicas fundamentais,
que constituem a base do Sistema Internacional de
Unidades  (SI): comprimento, massa, tempo,
intensidade de corrente elétrica, temperatura,
quantidade de matéria e intensidade luminosa.

metro [m]: unidade de comprimento. E o
comprimento do trajeto percorrido pela luz no
vacuo durante um intervalo de tempo de
1/299.792.458 de segundo.

quilograma [kg]: unidade de massa. E a massa do
protdtipo internacional do quilograma existente no
Instituto Internacional de Pesos ¢ Medidas em
Sévres, na Franga.

segundo [s]: unidade de tempo. E a duragio de
9.192.631.770 periodos da radiagdo correspondente
a transicdo entre dois niveis hiperfinos do estado
fundamental do 4&tomo de césio-133.

ampére [A]: unidade de corrente elétrica. E a
intensidade de uma corrente elétrica constante que,
mantida em dois condutores paralelos, retilineos, de
comprimento  infinito, de sec¢do circular
desprezivel e situados a distdncia de um metro
entre si, no véacuo, produz entre esses dois

condutores uma forga igual a 2x10"7 newton por
metro de comprimento.

kelvin [K]: unidade de temperatura termodinamica.
E a fracdo 1/273,16 da temperatura termodindmica
do ponto triplice da agua.

mol [mol]: unidade de quantidade de matéria. E a
quantidade de matéria de um sistema contendo
tantas entidades elementares quantos atomos
existem em 0,012 quilogramas de carbono-12.

candela [cd]: unidade de intensidade luminosa. E a
intensidade luminosa, numa dada direcdo de uma
fonte que emite uma radiagdo monocromatica de
freqiiéncia 540x1012 hertz (1 hertz = 1 /segundo) e
cuja intensidade energética nessa dire¢do é de

1/683 watts (1 Watt
esferoradiano.

1 Joule /segundo) por

2 — Medicoes

E conveniente definir o significado dos termos
medi¢do, medida(s), dados experimentais e resultados
experimentais.

Medigdo € o ato ou efeito de medir

Medida ¢ o termo usado para se referir ao valor
numérico (e unidade padrdo) resultante de uma
dada medicdo

Dados experimentais sdo os valores obtidos nas
medigdes diretas

Resultados Experimentais sdo, geralmente, os
valores obtidos apds serem realizados calculos com
os dados experimentais.

Os resultados experimentais podem ser obtidos de
duas maneiras: através de medicoes diretas ou de
medigoes indiretas.

3 — Incertezas de uma medida

Um dos principios basicos da fisica diz: “Néo se
pode medir uma grandeza fisica com precisdo
absoluta”, ou seja, “qualquer medig¢do, por mais bem
feita que seja, é sempre aproximada”.

De acordo com o principio descrito no paragrafo
anterior, o valor medido nunca representa o valor
verdadeiro da grandeza, pois este nunca ¢ conhecido
com total certeza. Quando este resultado (numero e
unidade) vai ser aplicado ou registrado é necessario
saber com que confian¢a se pode dizer que o niimero
obtido representa a grandeza fisica. O valor medido ou
o resultado deve ser expresso com a incerteza da

medida, utilizando uma representagdio em uma
linguagem universal, fazendo com que seja
compreensivel a outras pessoas.

Chama-se valor verdadeiro ou valor do

mensurando ao valor que seria obtido se a medigdo da
grandeza fosse feita de maneira perfeita e com
instrumentos perfeitos.

Por isso, deve-se necessariamente associar um
erro ou desvio ao valor de qualquer medida.

E importante salientar que a palavra erro nio tem,
aqui, o significado de distra¢do, descuido ou engano,

Toginho Filho, D. O., Andrello, A.C., Catalogo de Experimentos do Laboratorio Integrado de Fisica Geral
Departamento de Fisica e Universidade Estadual de Londrina, Margo de 2009.
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pois estes podem ser evitados, enquanto o erro
experimental ndo pode ser evitado, mesmo nas
medigdes mais precisas.

4 — Algarismos significativos

Ao expressar uma medida ¢ necessario saber
expressar o numero de algarismos com que se pode
escrever tal medida, a unidade e o grau de confianca do
valor expresso, ou seja, ¢ necessdrio incluir uma
primeira estimativa de incerteza. O erro de uma medida
¢ classificado como incerteza do tipo 4 ou incerteza do
tipo B. A incerteza obtida a partir de varias medigdes ¢
chamada de incerteza padrao do tipo A, que é o desvio
padrdo determinado por métodos estatisticos. A
incerteza estimada em uma Unica medicdo ¢
classificada como incerteza padrao tipo B, que ¢ a
incerteza obtida por qualquer método que ndo seja
estatistico.

Um exemplo da incerteza do tipo B é apresentado
na Figura 1, medida obtida com uma tnica medi¢ao do
comprimento S de um lapis, utilizando uma régua com
menor divisdo em mm.

Figura 1 - Medicio do comprimento de um lapis
utilizando uma régua com escala de 1 mm.

A incerteza pode ser estimada como sendo a
metade da menor divisdo da escala do equipamento
utilizado. A estimativa da incerteza ¢ uma avaliacdo
visual, podendo ser considerada uma fragdo da menor
divisdo da escala, feita mentalmente por quem realiza a
medigao.

A medida do comprimento do lapis, obtida na
Figura 2 ¢é:

§=5,75%0,05cm

O resultado ¢ apresentado com trés algarismos
significativos. A incerteza ou erro na medida ¢
representado pelo termo 0,05 cm ou 0,5 mm, que é a
metade da menor divisdo da escala do equipamento.

Este procedimento sé pode ser adotado quando houver
seguranga de quem realiza a medicdo, ao avaliar
visualmente uma casa decimal a mais que a descrita na
escala do equipamento. Caso contrario a incerteza deve
ser considerada a menor divisdo da escala do
equipamento.

Os algarismos significativos do comprimento do
lapis sdo representados por algarismos corretos e pelo
primeiro algarismo duvidoso, de acordo com a
descrigdo abaixo:

algarismos = algarismos + primeiro algarismo
significativos corretos duvidoso
A \: \A
5,75 57 5

5 — Operacdes aritméticas

Medidas devem ser escritas com o numero correto
de algarismos significativos, omitindo todos os
algarismos sobre os quais ndo se tem informagdo. Ao
efetuar alguma operag@o com tais nimeros, ndo se deve
escrever algarismos sem significado. A seguir sdo
apresentados exemplos e regras simples para opera¢des
aritméticas com niimeros que representem medidas.

A adi¢do ou subtragdo de niimeros que possuem
algarismos significativos ¢ feita com o alinhamento das
casas decimais, sendo completados com zero, da
mesma forma que em uma operagdo aritmética de soma
e subtracdo convencional. Ao final da operagdo, o
nimero de algarismos significativos do resultado é o
mesmo do elemento somado com menor precisdo.
Consideremos como exemplo a adi¢do dos seguintes
valores de comprimento: 83mm + 83,4mm + 83,52mm.
Os valores sdo organizados da seguinte maneira:

83 mm
83,4 mm
83,52 mm
249,92 mm

O resultado desta operagdo ¢ 250 mm.

A multiplicagdo ou divisdo de numeros com
algarismos significativos também deve ser feita como
na forma. No resultado final o nimero de algarismos

Toginho Filho, D. O., Andrello, A.C., Catalogo de Experimentos do Laboratério Integrado de Fisica Geral
Departamento de Fisica e Universidade Estadual de Londrina, Margo de 2009.
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significativos do produto ou da divisdo de dois ou mais
nimeros (medidas) deve ser igual ao numero de
algarismos significativos do fator menos preciso.
Consideremos como exemplo, a multiplicacdo dos

valores dos comprimentos 83,4 mm e¢ 83 mm. A
operagdo ¢ escrita como:

83,4 mm

x83 mm

02502

6672

69222

O resultado da operagdo é 69 x 10 > mm® ou ainda
6,9x10°> mm>.

6 — Regras de arredondamento

O arredondamento dos nimeros ¢ feito de acordo
com as seguintes regras:

Os algarismos 1,2,3,4 sdo arredondados para baixo,
isto ¢, o algarismo precedente é mantido inalterado.
Por exemplo: 3,14 e 2,73 sdo arredondados para 3,1
e 2,7 respectivamente.

Os algarismos 6,7,8,9 sdo arredondados para cima,
isto €, o algarismo precedente ¢ aumentado de 1.
Por exemplo: 3,16 e 2,78 sdo arredondados para 3,2
e 2,8 respectivamente.

Para o algarismo 5 € utilizada a seguinte regra: 5 é
arredondado para baixo sempre que o algarismo
precedente for par e, ¢ arredondado para cima
sempre que o algarismo precedente for impar. Por
exemplo: 4,65 e 4,75 sdo arredondados para 4,6 e
4,8 respectivamente.

7 — Erros ou desvios

Os erros podem ser classificados em dois grandes
grupos: erros sistemdticos ou erros aleatorios.

Os erros sistemdticos sao aqueles que resultam das
discrepancias observacionais persistentes, tais como
erros de paralaxe. Os erros sistematicos ocorrem
principalmente em experimentos que estdo sujeitos a
mudan¢as de temperatura, pressdo e umidade. Estas
mudancas estdo relacionadas a condi¢cdes ambientais.
Os erros sistemdticos podem e devem ser eliminados
ou minimizados pelo experimentador. Isso pode ser
feito, observando se os instrumentos estdo corretamente

ajustados e calibrados, e ainda se estdo sendo usados de
forma correta na interligagdo com outros instrumentos,
na montagem experimental.

Existe um limite abaixo do qual ndo ¢ possivel
reduzir o erro sistematico de uma medi¢do. Um destes
erros € o de calibragdo, diretamente associado ao
instrumento com o qual se faz a medigdo. Este tipo de
erro ¢ também chamado erro sistemdtico residual.
Geralmente, o erro de calibragdo (residual) vem
indicado no instrumento ou manual, pelo fabricante; é o
limite dentro do qual o fabricante garante os erros do
instrumento.

Os erros aleatorios (ou estatisticos) sao aqueles

que ainda existem mesmo quando todas as
discrepancias  sistemdticas num  processo  de
mensuracdo sao minimizadas, balanceadas ou

corrigidas. Os erros aleatorios jamais podem ser
eliminados por completo.

6 — Desvio padriao amostral e populacional

Define-se desvio padrdo amostral ou desvio
médio quadrdtico, a raiz quadrada da varidncia
amostral, descrita pela relagdo:

O valor de s fornece uma idéia sobre a
incerteza padriao (incerteza tipica) de qualquer
medida, tendo como base o conjunto das N medidas. O
parimetro s pode ser interpretado como sendo a
incerteza que se pode esperar, dentro de -certa
probabilidade, se uma (N+1)-ésima medigdo viesse a
ser realizada, quando ja se conhece o que ocorreu nas N
medi¢des anteriores. O desvio padrdo amostral indica
uma boa avaliagao sobre a distribui¢do das medidas, em
torno do valor médio.

Considerando um conjunto de dados
experimentais, sdo apresentados na Tabela I, alguns
pardmetros estatisticos como: o seu valor médio, o seu
desvio experimental médio, o seu desvio absoluto
médio e o seu desvio quadratico médio.
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Tabela I - Parametros estatisticos de um conjunto de dados
obtidos com a medi¢do da massa de um cilindro metalico,
utilizando uma balanga de brago.

Pardmetro Defini¢do Resultado
Valor -1 - B
médio X = 2004 X; X =43,560050 g
Desvio - I &

dy=—3|x,-x |, o001
absoluto “* 200 Z;‘ X =3 dus =0011364 g
Desvio 7., = %as d,, =0,000261
relativo rl T %
Desvio - . = —
= d,, =0,026088 %
percentual dy, =100d,, " ’
Desvio -
- 1 v s=0,015021g
padrao = (x, -X)
200-143

A partir dos resultados apresentados na Tabela I, supde-
se que as medidas foram realizadas com muito cuidado
pois o desvio percentual tem um valor muito abaixo de
1%. Os resultados foram tratados com 2 digitos depois
da virgula, mas a balanga permitia a obtengdo dos
valores até o primeiro digito. Esta aparente
irregularidade resulta do fato de que o segundo digito
foi obtido através da inferéncia nas medidas. O
resultado numérico s6 pode ser escrito até o terceiro
digito depois da virgula, devido as regras sobre
algarismos significativos.

Na expressdo (2), ¢ apresentada a definigdo do
desvio padrdo da X .

M

Esta expressdo ¢ a que apresenta maior interesse,
pois ela indica a maior ou menor incerteza da média x
em relagdo a uma média mais geral, que seria a média
de diversas médias. Uma média mais geral seria a
média de K conjuntos, cada um com M medidas.
Obviamente,

o. <0

Assim, o resultado de uma série de N medi¢des
pode ser escrita como:

x=xto, (3-47)

A cada valor medido isolado adicionado aos N
valores previamente utilizados, modifica o valor médio
X resultante. Porém, o, sera tanto menor quanto

maior o numero N, ou quanto maior o numero K, de
conjuntos com N medidas. Com isto, oscilagdes
irregulares (8x;),sdo cada vez menores, fazendo com
que o valor médio se aproxime assintoticamente de um
valor final quando N— 0. Um numero de medigdes
excessivo ndo compensa o tempo gasto, pois, ao invés
de se repetir mais e mais vezes as medigdes, ¢
preferivel uma realizagdo cuidadosa de uma série, de
umas 10 medi¢des, para assegurar a qualidade do
resultado. De acordo com a teoria de erros, se forem
realizadas N medigdes, o desvio (o ) diminuira para

1/ «/N do valor inicial. Portanto, pode ser utilizada a

relagdo (2), especialmente em trabalhos de Laboratorio
de Ensino, onde nao sdo exigidas grandes precisoes.

8 — Intervalo de confianca

O desvio padrio ¢ ¢ uma medida, que permite
fornecer intervalos que quantificam a qualidade das
medidas, indicando qual é a probabilidade mais
provavel de encontrar as medidas nesse intervalo,
conforme os desvios vao se afastando do ponto de valor
médio. Podemos ver a quantificagdo do fator de
confianga em relagdo aos intervalos limitados por
valores inteiros de desvio padrao, no quadro abaixo:

Tabela II — Relagdo entre o intervalo da variavel, o fator de
confianga, e a probabilidade de encontrar a medida dentro do
intervalo.

Intervalo Fator de confianca Probabilidade
[-o,+0] a =0,683 68,3%
[-20,+20] a =0,954 95,4%
[-30.+30] a =0997 99,7%

Assim, praticamente quase todas as flutuagdes
aleatorias dos valores medidos se situam na faixa de
{x +30}, ou seja, do fator de confianga o =0,997. Isto
significa que apenas 3 dentro de 1000 medidas podem
estar fora da faixa. Normalmente, é praxe rejeitar os
erros que excedam esta faixa, considerando, que eles
ndo sejam mais erros aleatorios, mas sim enganos.
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9 — Propagacio de erros ou desvios

Na maioria dos experimentos, a medicdo de uma
grandeza R de interesse ¢ feita de maneira indireta,
sendo esta grandeza obtida a partir de medidas de n
grandezas primarias {al,a2,a3,...,ak,...,a"}. (0)
célculo de R ¢ feito a partir de uma fung¢do conhecida
das grandezas primdrias. Estas grandezas sdo também
denominadas grandezas de entrada, enquanto a
grandeza R ¢ denominada grandeza de saida. Um
exemplo ¢ o calculo da densidade de um objeto
(grandeza R), no qual se mede a massa ¢ o volume do
corpo. As grandezas massa ¢ volume sdo chamadas
grandezas de entrada. Os valores das grandezas de
entrada provém, todos ou em parte, de medigdes
diretas. Em linguagem formal escrevemos:

R:R(al>a25a37"-7An) (1)

Utilizando aproximagdes € um grande niimero de
medidas (amostras), podemos admitir que o valor
médio seja considerado o valor verdadeiro. Da mesma
forma, a incerteza padrdo pode ser considerada como o
desvio padrao verdadeiro.

Fazendo um desenvolvimento matematico
apropriado, temos uma expressao para o calculo da
incerteza padrdo da grandeza de saida.

[ (e (2o

Esta expressdo para a incerteza padrao da grandeza
de saida, também chamada de incerteza padrdo
combinada, ¢ utilizada quando as grandezas de entrada
{a; ,a;, ... ,a,} sdo medidas repetidas vezes, gerando

valores médios @, e desvios padrdo das medias o, .

oy =

Em muitas situagdes ndo é necessario muito rigor

quanto a exatiddo nos valores das incertezas
combinadas, sendo aceitdvel que sejam usadas
expressdes para obter valores aproximados das

grandezas de interesse. Neste caso, quando ¢ realizada
apenas uma medi¢do isolada (e ndo uma série de
medi¢des) devemos usar o conceito de limite madximo
de erro.

Consideremos o caso em que se deseja calcular a
incerteza padrdo propagada no valor de uma grandeza

de saida R, com relagdo funcional do tipo R = a + b.
Sdo realizadas medigdes diretas das grandezas de
entrada @ ¢ b, com suas respectivas incertezas padrao

0,€05. Neste caso, as grandezas a e b sdo

equivalentes as grandezas a; e a, , contidas na equagao
(2), da qual se obtém:

RY ., (eRY .,
[a_aj (07) +[Ej (o3)

Oz :\/(‘75)2 +(O';;)2

Sendo a forma final para grandeza combinada e sua
incerteza padrdo combinada escrita como:

Rto, =(@+b)t /(0,) +(c;)’

Na Tabela sdo apresentadas as expressoes para
o célculo da incerteza padrdo em grandezas
combinadas, utilizando a propagagédo de erro para
diversas relagdes funcionais.

Ox
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Tabela III - Expressoes para calculos das incertezas combinadas ou propagadas
de algumas grandezas R que possuem formas funcionais simples.

Relagdo funcional Erro propagado
E:R(Elsaza'”’a_u) OR : 2 OR : 2 OR ’ 2
op=.=—|0s +|=— |05 +H|— |0
Oa, ' Oa, : Oa, "
R 7+ 2 2 2
R=a+h (0; ) =(0) + (o))
b R a b
E:a_’ O-E (o
— =r—
R a
R =Ina Oz
0. =—
a
R=e" ox
TR=GE
R
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Apéndice 11

Caso nao seja possivel usar o desvio padrao da média, utilize a propagacao de erros
simplificada conforme as regras a seguir. Nesse caso, a incerteza padrao serd considerada

como metade da menor divisao da escala.

Sejara=(x+Ax) e b= (y + Ay)
1 — Adigdo: a+b=(ktAx)+ (¥t A4y) = (¥ +¥) + (dx + Ay)
2 — Subtragdo: a—b=(k+tAx) - (¥t A4y) = (x —¥) + (4x + Ay)
3 — Multiplicagdo: a.b=(x+Ax).(yxA4y) = (x.y)  (x. 4y + y. Ax)
4 — Multiplicagfo por uma constante c: ca=c(xtAx)=c.x+cdx
5 — Divisio: a—fidx—(f)ﬂia + ¥.4x)/*
— Divisdo: E_yidy_f_x'y V.Ax)/y
6 — Cosseno: cos(a) =cos(Xx + Ax) = cos ¥ + Ax.sen X
7—Seno: sen(a) = sen(X + Ax) = sen X + Ax.cos X
8 — Logaritmo: log(a) = log(x + Ax) = log ¥ + Ax/%
9 — Exponencial: c® = c*4% = ¥ 4 (% Inc)Ax
. . _ _ Ax
10 — Raiz Quadrada: (x + Ax)l/z =i+ —
2Vx

FONTE: Apostila de Laboratério de Fisica I - UNESP Campus Sao Joao da Boa Vista.
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